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1 単振子

図 1:単振子
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1.1 運動方程式の誘導

図 1 に示す単振子の運動を考える。質量 m の錘 (質点)には重力 mg と糸の張力 T が働く。こ

の錘の運動方程式を誘導する。

運動方程式を導く方法として以下の方法等が考えられる。

(1) デカルト座標系での平面運動として扱い，水平方向 (x方向)および鉛直方向 (y方向)の運動

方程式から求める。

(2) 支点回りの角運動量定理を適用する。

(3) 軌道に沿う曲線座標系での運動方程式から求める。

(4) 2次元極座標 (円筒座標)での運動方程式をもとにする。

(デカルト座標系平面運動としての扱い) 水平方向 (x方向)および鉛直方向 (y方向)の釣り合い

から次式を得る。

mẍ = −T sin θ
mÿ = T cos θ −mg

一方，x と y の間には，次の関係 (拘束条件)がある。

x = l sin θ

y = −l cos θ

これより

ẋ = lθ̇ cos θ

ẏ = lθ̇ sin θ

ẍ = l(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ)
ÿ = l(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ)

となり，これを上式に代入して，次式を得る。

ml(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) = −T sin θ (1)

ml(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) = T cos θ −mg (2)

これより T を消去すると，次式を得る。

ml(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) cos θ +ml(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) sin θ = −mg sin θ

整理して次式となる。

lθ̈ + g sin θ = 0 (3)

時間の関数として θ(t) が求まれば，式 (1)または (2)より 張力 T が求まる。

(角運動量定理による扱い) 角運動量 (=運動量×腕の長さ)と力のモーメント (=力×腕の長さ)

の間には，常に次の関係が成り立つ。

d

dt
(角運動量) = (力のモーメント)
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これを単振子の運動に用いると，次式となる。

d(mlθ̇ × l)
dt

= −mg sin θ × l

これより次式を得る。

lθ̈ + g sin θ = 0

(軌道に沿う曲線座標系による扱い) 運動の軌道が与えられている場合，その軌道に沿う座標を s，

軌道の曲率半径を ρ とする。曲率半径は s の関数 ρ = ρ(s) である。

接線方向の速度 vt および加速度 at は次式で表される。

vt = ṡ

at = s̈

一方，法線方向 (曲率中心方向)の速度 vn および加速度 an は次式で表される。

vn = 0

an =
v2t
ρ

従って，質点に働く力を接線方向成分 Ft と法線方向成分 Fn(曲率中心方向) に分けるとき，運動

方程式は次式で表される。

ms̈ = Ft (4)

m
v2t
ρ

= Fn (5)

単振子の運動の場合，

s = lθ

vt = lθ̇

ρ = l

であり，糸の張力 T および重力 mg を用いると運動方程式は次式となる。

mlθ̈ = −mg sin θ (6)

mlθ̇2 = T −mg cos θ (7)

式 (6)より次の運動方程式を得る。

lθ̈ + g sin θ = 0

張力は式 (7) より求まる。

(r − θ 2次元極座標での扱い) 2次元極座標での運動方程式 [1]

m(r̈ − rθ̇2) = Fr

m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = Fθ
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をこの単振子の運動に適用すると，次式を得る。

−mlθ̇2 = mg cos θ − T
mlθ̈ = −mg sin θ

第 2式より，次式を得る。

lθ̈ + g sin θ = 0

この解 θ(t) を第 1式に用いると，張力 T が求まる。

1.2 運動方程式の解

運動方程式は次式となる。

lθ̈ + g sin θ = 0 (8)

(微小振幅振動に対する解) θ << 1 の場合は sin θ ∼ θ であるから，

θ̈ +
g

l
θ = 0

と近似できる。これはばね質量系と同一であり，固有角振動数は ωn =
p
g/l である。

この解は θ = C1 cosωnt+ C2 sinωnt である。

(有限振幅の振動に対する厳密解：参考) 式 (8)の解を初等関数を用いて表すことはできない。楕

円関数を用いた解を以下に示す。

基礎式に lθ̇ を乗じて t について積分すると次式を得る。

1

2
ml2θ̇2 −mgl cos θ = const. = E (9)

上式は力学的エネルギ保存則を表している。θ̇ = 0 となる θ ( θ の最大値 ) を θ0 と置くと，

1

2
ml2θ̇2 −mgl cos θ = −mgl cos θ0

つまり

θ̇ =

r
2g

l
(cos θ − cos θ0)

または
dθq

2g
l (cos θ − cos θ0)

= dt (10)

左辺の積分を実行するために，

sin
θ

2
= z sin

θ0
2
= kz (11)

k = sin
θ0
2

(12)

と置くと，

cos θ − cos θ0 =

µ
1− 2 sin2 θ

2

¶
−
µ
1− 2 sin2 θ0

2

¶
= 2

µ
sin2

θ0
2
− sin2 θ

2

¶
= 2k2(1− z2)

kdz =
1

2
cos

θ

2
dθ =

1

2

p
1− k2z2dθ
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これを式 (10)に用いて，t = 0 で θ = 0 として積分すると，

t =

Z θ

0

dθq
2g
l (cos θ − cos θ0)

=

Z z

0

2kdxq
2g
l (2k

2(1− x2))
√
1− k2x2

=

s
l

g

Z z

0

dxp
(1− x2)(1− k2x2)

つまり， r
g

l
t =

Z z

0

dxp
(1− x2)(1− k2x2)

(13)

となる。

ここで，0 ≤ k ≤ 1 となる k に対して，

u =

Z z

0

dxp
(1− x2)(1− k2x2)

(14)

となる関数 u(z) の逆関数 z(u) を，母数を k とした Jacobi の sn 関数と呼び，z = sn(u, k) と表

記する。sn 関数は楕円関数と呼ばれる一連の関数のひとつである。

この sn 関数を用いて式 (13)を表すと，

z = sn

µr
g

l
t, k

¶
従って，式 (11),(12) を用いて，sin(θ/2) は次式で表される。

sin
θ

2
= sin

θ0
2
sn

µr
g

l
t, sin

θ0
2

¶
(15)

また，初期条件の異なる解 (一般解)は任意の定数 ² を用いて次式で表すことができる。

sin
θ

2
= sin

θ0
2
sn

µr
g

l
t+ ², sin

θ0
2

¶

2 剛体振子

図 2 のように，質量 M の剛体が重心から l 離れた点で回転支持されている。回転支持点での

反力 (拘束力)を水平方向と鉛直方向に分けて Nx および Ny とする。

(デカルト座標系での扱い) 剛体重心の並進運動と重心回りの回転運動に分けて考える。

重心の座標 (x, y) と回転角 θ の間には次の関係がある (拘束条件)。

x = l sin θ (16)

y = −l cos θ (17)

水平方向 (x方向)および鉛直方向 (y方向)の運動量定理から次式を得る。

Mẍ = Nx (18)

Mÿ = Ny −Mg (19)

また，重心回りの角運動量定理から次式を得る。

JGθ̈ = −xNy + yNx (20)
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図 2:剛体振子

JG は重心回りの慣性モーメントである。

式 (18)，(19)の Nx，Ny を式 (20)に代入して消去すると次式となる。

JG
M

θ̈ = −xÿ + yẍ− xg (21)

一方，式 (16)および (17) より，

ẋ = lθ̇ cos θ , ẍ = lθ̈ cos θ − lθ̇2 sin θ
ẏ = lθ̇ sin θ , ÿ = lθ̈ sin θ + lθ̇2 cos θ

これを式 (21)に用いて，

JG
M

θ̈ = −l sin θ(lθ̈ sin θ + lθ̇2 cos θ)− l cos θ(lθ̈ cos θ − lθ̇2 sin θ)− lg sin θ

= −l2θ̈ sin θ − lg sin θ

整理して，次式を得る。

θ̈ +
Mgl

JG +Ml2
θ = 0

または，回転支持軸まわりの慣性モーメント

J = JG +Ml
2 (22)

を用いると次式となる。

θ̈ +
Mgl

J
θ = 0 (23)

これは前節と同一形であるから，θ << 1 の場合は

θ̈ +
Mgl

J
θ = 0
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となり，固有角振動数は次式である。

ωn =

r
Mgl

J
(24)

時間の関数として θ(t) が求まれば，式 (18)または (19)より反力 Nx および Ny が求まる。

Nx = Ml(θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ) (25)

Ny = Ml(θ̈ sin θ + θ̇2 cos θ) +Mg (26)

Nx および Ny には，重力に釣り合う力 ( 0 , Mg )，遠心力に釣り合う力 ( −Mlθ̇2 sin θ , Mlθ̇2 cos θ )
に加えて，( Mlθ̈ cos θ , Mlθ̈ sin θ ) が作用している。これは，重心に働く重力とペアとなり，回

転の角速度を変化させるのに要する偶力となっている。

(回転支持点まわりの角運動量定理による扱い) 回転支持点まわりの角運動量は J θ̇ ，力のモーメ

ントは −Mgl sin θ であるから，角運動量の定理より次式を得る。

J
d2θ

dt2
= −Mgl sin θ (27)

または，

θ̈ +
Mgl

J
sin θ = 0

(二次元極座標系での扱い) r − θ 極座標での運動方程式は次式となる [1]。

M(l̈ − lθ̇2) = (Mg −Ny) cos θ +Nx sin θ
M(lθ̈ + 2l̇θ̇) = −(Mg −Ny) sin θ +Nx cos θ

l = const. であるから，

−Mlθ̇2 = (Mg −Ny) cos θ +Nx sin θ (28)

Mlθ̈ = −(Mg −Ny) sin θ +Nx cos θ (29)

これより Nx および Ny を求めると，式 (25)と (26)に一致する。剛体の運動であるから，解

θ(t) を得るには，角運動量式 (20)または (27)が必要である。

3 楕円関数（参考）

0 ≤ k ≤ 1 となる k に対して，

u =

Z z

0

dxp
(1− x2)(1− k2x2)

(30)

となる関数 u(z) の逆関数 z(u) を，母数を k とした Jacobi の sn 関数と呼び，z = sn(u, k) と表

記する。

式 (30)に k = 0 を代入することにより，

u =

Z z

0

dxp
(1− x2)

=

Z z

0

d(sin θ)q
(1− sin2 θ)

=

Z sin−1z

0

cos θ

cos θ
dθ = sin−1 z
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つまり，k = 0 のとき，

z = sn(u, 0) = sinu (31)

となる。また，式 (30)に k = 1 を代入することにより，

u =

Z z

0

dx

1− x2 =
1

2

Z z

0

µ
1

1− x +
1

1− x

¶
dx =

1

2
ln
1 + z

1− z
または

e2u =
1 + z

1− z
つまり，k = 1 のとき，

z = sn(u, 1) =
eu − e−u
eu + e−u

= tanhu (32)

となる。sn(u, k) の形を図 3に示す。

図 3:楕円関数 y = sn(x,k)

関連して，楕円関数 cn(u, k), dn(u, k) を次式で定義する。

cn(u, k) =
p
1− sn2(u, k) (33)

dn(u, k) =
p
1− k2sn2(u, k) (34)

(35)

これらの楕円関数の間に次の関係式が成立する。

sn2(u, k) + cn2(u, k) = 1 (36)

k2sn2(u, k) + dn2(u, k) = 1 (37)

d

du
sn(u, k) = cn(u, k)dn(u, k) (38)

d

du
cn(u, k) = −sn(u, k)dn(u, k) (39)

d

du
dn(u, k) = −k2sn(u, k)cn(u, k) (40)
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